
UNIVERSITE D'ANGERS Mathematiques L2.

Devoir 1. A rendre au plus tard au cours du mardi 22/10.

Exercice 1 :

Donner un d�eveloppement limit�e �a l'ordre 2 en 0 de

f(x) =

p
1 + x2

1 + x+
p
1 + x2

:

En composant le D.L. (1 + u)
1

2 = 1 + 1
2
u+ o(u), avec u = x2, on trouve :

p
1 + x2 = 1 +

1

2
x2 + o(x2) et ensuite 1 + x+

p
1 + x2 = 2 + x+

1

2
x2 + o(x2)

Ainsi on obtient le r�esultat par division de deux D.L.

f(x) =
1 + 1

2
x2 + o(x2)

2 + x+ 1
2
x2 + o(x2)

=
1

2
� x

4
+
x2

4
+ o(x2)

En d�eduire un d�eveloppement �a l'ordre 2 en +1 par rapport �a 1
x
.

Par un calcul �el�ementaire on trouve pour x > 0 :

f(x) =

p
1 + x2

1 + x+
p
1 + x2

=
1
x

p
1 + x2

1
x
(1 + x+

p
1 + x2)

=

q
1 +

�
1
x

�2
1 + 1

x
+
q
1 +

�
1
x

�2 :
On constate donc que f(x) = f( 1

x
) et en appliquant le r�esultat pr�ec�edent par substitution de 1

x

dans le D.L. de f en 0 on trouve le D.L. quand x! +1 :

f(x) =
1

2
� 1

4x
+

1

4x2
+ o

�
1

x

�2

Remarque. C'est une erreur monumentale d'�ecrire qu'il su�t en g�en�eral pour une fonction f

quelconque d�e�nie sur [0;+1) de substituer 1
x
dans son D.L. en 0 pour obtenir son D.L. en

+1. C'est uniquement �a cause de l'identit�e f(x) = f( 1
x
) que c'est ce qui se passe dans cet

exemple. La v�eri�cation de cette identit�e y est un donc passage oblig�e.

Exercice 2 : D�eterminer la limite suivante

lim
x!0

ln(1 + x)� sinx� cosx+ 1

x3

On consid�ere les D.L. �a l'ordre 3 :

ln(1 + x) = x� x2

2
+
x3

3
+ o(x3)

1



sinx = x� x3

6
+ o(x3)

cosx = 1� x2

2
+ o(x3)

Donc en les combinant comme indiqu�e on trouve pour le num�erateur de l'expression propos�ee :

ln(1 + x)� sinx� cosx+ 1 = �1 + 1 + (x� x)� x2

2
+
x2

2
+
x3

3
+
x3

6
+ o(x3) =

x3

2
+ o(x3)

Conclusion

lim
x!0

ln(1 + x)� sinx� cosx+ 1

x3
= lim

x!0

x3

2
+ o(x3)

x3
=

1

2

Exercice 3 : 1) D�eterminer les branches in�nies et pr�eciser leur nature pour la courbe pa-
ram�etr�ee

x =
t

t2 � 1
; y =

t2

t� 1

Il y a quatre valeurs de t �a prendre en consid�eration : �1;�1; 1;+1. En rassemblant les
cas t ! �1 et t ! +1, cela donnera en fait trois asymptotes avec les comportements de
part et d'autre �a regarder �a chaque fois. R�esumons dans un tableau les limites de x et y pour
chacune de ces valeurs :

t �1 (�1)� (�1)+ 1� 1+ +1
x(t) 0 �1 +1 �1 +1 0
y(t) �1 �1

2
�1

2
�1 +1 +1

Branche 1 : quand t ! �1, on trouve l'asymptote verticale x = 0 c'est �a dire l'axe des
ordonn�ees. Comme x(t) �

t!�1
1
t
, la courbe est �a gauche de son asymptote.

Branche 1 bis : de la même fa�con quand t! +1, la droite x = 0 est encore asymptote et
la courbe est �a droite de l'axe des y pour t! +1.

Branche 2 : quand t! �1 on trouve l'asymptote horizontale y = �1
2
. Le signe de la limite

de x �a gauche et �a droite de t! �1 est justi��e par

x(t) �
t!�1

t

t� 1 jt=�1
� 1

t+ 1
=

2

t+ 1

De même l'�equivalent :

y(t) +
1

2
=

t2

t� 1
+

1

2
=

(t+ 1)(2t� 1)

2(t� 1)
�

t!�1
3

4
(t+ 1)

montre que la courbe est au dessus (resp. au dessous) de cette asymptote quand t ! (�1)+
(rep. t! (�1)�).
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Branche 3 : quant t! 1, on trouve que y(t)
x(t)

= t(t+ 1) tend vers 2. On a

y(t)� 2x(t) =
t2(t+ 1)� 2t

t2 � 1
=
t(t� 1)(t+ 2)

t2 � 1
=
t(t+ 2)

t+ 1

Donc en posant t = 1 + h et en e�ectuant un DL facile :

y(t)� 2x(t) =
3 + 4h+ h2

2 + h
=

3

2
+

5

4
h+ o(h)

Ce qui �etablit l'existence de l'asymptote oblique d'�equation y = 2x+ 3
2
, la courbe �etant au dessus

(resp. au dessous) de l'asymptote quand t! 1 par valeurs sup�erieures (resp. inf�erieures).

On indiquera sur un dessin l'allure des branches in�nies et leur position relative �a une
asymptote �eventuelle.

Voir sur le dessin �a la �n du corrig�e, et les commentaires qui suivent.

2) D�eterminer le domaine de d�e�nition et �etudier les variations de x(t) et y(t) et terminer
le dessin en donnant l'allure compl�ete de la courbe.

Le domaine de d�e�nition de t! (x(t); y(t)) est R n f�1; 1g. Calculons les d�eriv�ees :

x0(t) =
t2 � 1� 2t2

t2 � 1
= � 1 + t2

(t2 � 1)2
< 0

y0(t) =
2t(t� 1)� t2

(t� 1)2
=

t(t� 2)

(t� 1)2

On en tire le tableau de variations suivant :

t �1 -1 0 1 2 +1
x0(t) - k - j - k - j -
y0(t) + + 0 - k - 0 +
x(t) 0 & �1 k +1 & 0 & �1 k +1 & 2

3
& 0

y(t) �1 % �1
2

% 0 & �1 k +1 & 4 % +1

3) (Facultatif). Trouver t1 6= t2, tels que (x(t1); y(t1)) = (x(t2); y(t2)). Expliquer d'abord �a
partir du dessin pourquoi on recherche une telle paire de valeurs distinctes de t.

Le dessin met en �evidence un point de croisement qui permet de soup�conner un point double
pour des valeurs du param�etres qui satisfont les in�egalit�es t1 < �1 < 0 < t2 < 1. On suppose
ici que t1 < t2. Il s'agit de r�esoudre le syst�eme :(

x(t1) = x(t2)

y(t1) = y(t2)

c'est �a dire (
t1

t2
1
�1 =

t2
t2
2
�1

t2
1

t1�1 =
t2
2

t2�1
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sous la condition t1 6= t2 qui permet de simpli�er par t2 � t1. On trouve en chassant les
d�enominateurs, en simpli�ant par t2 � t1 et en posant S = t1 + t2; P = t1t2 :(
t1(t

2
2 � 1)� t2(t

2
1 � 1) = 0

t21(t2 � 1)� t22(t1 � 1) = 0
,
(
t1t2(t2 � t1) + t2 � t1 = 0

t1t2(t1 � t2) + (t2 � t1)(t2 + t1) = 0
,
(
P + 1 = 0

�P + S = 0

Ainsi P = S = �1, et il est bien connu que t1; t2 sont les deux solutions de l'�equation du second
degr�e X2 � SX + P = 0, donc ici X2 +X � 1.

Conclusion : puisque on a suppos�e que t1 < t2 on trouve t1 = �1�p5
2

; t2 = �1+p5
2

. Par un
calcul �el�ementaire le point double est en

M(
�1�p5

2
) = M(

�1 +p5
2

) = (�1;�1)

Trac�edelacourbe

On reconnaitra les trois asymptotes x = 0 verticale, y = �1
2
horizontale, et y = 2x + 3

2

oblique. L'axe des x l�eg�erement au dessus de l'asymptote horizontale n'a pas �et�e �gur�e.

Pour suivre le trac�e dans le sens des t croissants, et controler la position indiqu�ee dans la
question 1 de la courbe par rapport aux asymptotes il est conseill�e de 
�echer le dessin en notant
qu'il part pour t venant de �1 de l'asymptote verticale en bas vers l'asymptote horizontale,
quand t! (�1)�. Il repart de la même asymptote cot�e droit pour rejoindre l'asymptote oblique
en bas �a gauche quand t parcourt ]� 1;+1[, etc... pour �nir �a la verticale.

N.B. Il serait judicieux de chercher aussi un poid'in
exion pour une valeur de t dans ]�1; 0[.

C'est laiss�e en exercice. R�esoudre
�

x0(t)
y0(t)

�0
= 0. On peut factoriser t2 � 1 dans le num�erateur de

l'expression obtenu et on trouve pour le point d'in
exion une valeur � 2]�1; 0[ qui est l'unique
racine de l'�equation t3 + 3t+ 1.
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